Opérateurs

& Circulation d’un champ de vecteur le long d’une courbe

La circulation C d’un champ de vecteurs G(M) le long d’une courbe /" est :
C= I G(M).di(M) notée C = (ﬁ é(M).dZ(M) si /" est fermée.
mar maor

Ou d/ estle vecteur déplacement élémentaire le long de /.

B
> Letravail W, B(ﬁ ) = Iﬁ [# 7 est la circulation de la force F le long du chemin suivi
A

de A aB.

» La différence de potentiel V, =V, = - Ed? est I’opposée de la circulation du champ

B —y

électrique de A a B.
> Théoréme d’Ampére : la circulation de B le long d’un contour fermé est proportionnelle

aux courants enlacés par le contour : 45 B, W, =u, Z Ir.
mor

& Flux d’un champ de vecteur a travers une surface

fLe Sflux ® d’un champ de vecteurs G (M) atravers une surface S est :
® = H G(M)dS(M) noté & = (ﬁ) é(M).dg(M) si S est fermée.
mOs mos
Ou dS est le vecteur surface élémentaire.
Convention d’orientation (sens de ds ):

e dS estorienté de I’intérieur vers I’extérieur de la surface si la surface S est fermée (la
surface S délimite alors un volume).

*  dS orienté par la regle de la main droite étant donné un sens positif arbitraire choisi sur

Gradient

\ le bord de la surface sinon. )

» L’intensité électrique a travers S est le flux du vecteur densité volumique de courant a
travers S: I = H Jg LS .

MOos
» De méme pour les flux de particules et de chaleur : ¢ = J.J‘ fN (S et 2y = _U 7Q s .
Mos MOSs
> Théoréme de Gauss : le flux de E 2 travers une surface fermée est proportionnel aux
charges a I’intérieur de cette surface : iﬁ EUIS = &
&,

Mmas 0

8 Définition intrinséque : f = f{M) fonction dérivable, df = grad f.d /.

Rq : 4 un scalaire f, 1’ opérateur gradient associe un vecteur gradf (grad : R — R).

—_—

Coordonnées cartésiennes Coordonnées cylindriques Coordonnées sphériques
fx.y.2) fir.8z) fir.69)
LA LA L
0x or or
— 0 —_— 19 —_— 19
8 gradf i gradf ——f grad f ——f
oy rod r a@
of ai 1 ai
k., 10z v, 102 q |7Sing 0¢

> Forces conservatives : forces F telles qu’il existe Ep vérifiant F= -gradk, .

—_—

On abien OW = F [/ = —gradE, [l ! = -dE, (définition intrinseque du gradient).

»  Statique des fluides : I’équilibre d’un volume mésoscopique d7 de fluide soumis a son

poids et aux forces de pression se traduit par —gradP + pg =0 (rappel : —gradPdrt

traduit la poussée d’ Archimede sur d7 et est orienté vers les pressions décroissantes).

»  Champ électrique : E=- grad 'V orienté vers les potentiels décroissants.
On abien dV = —E [{ = +grad V [l ¢ (définition intrinséque du gradient).

» Lois de Fick et Fourier : jN =-Dgradn et fQ =-AgradT.
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Rotationnel (curl)

Divergence

Définition intrinséque : d® = G.dS = divG dT

Rq : a un vecteur G, I’opérateur divergence associe un scalaire divG (div:R’ - R).

R( ar

G, (x,y,2)
. = - 0G. 0G, 0G.
8 Coordonnées cartésiennes : G G,(x,y,2) divG = —2 + —— + —=
Ox dy 0z
G,(x,y,2)

. 10(sG,) ,19G, 0G,

divG =—

Coordonnées cylindriques :
r

Coordonnées sphériques : divG =—
r

. O(rZGr) 1

or r 08 0z

d(sin0G,) ,_ L 9,

+
or rsin @

06 rsin@ 0¢

Coordonnées cylindriques :

Coordonnées sphériques :
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& Coordonnées cartésiennes : G

R( ar

rotG

Définition intrinséque : dC =G [HOM = rotG S
Rq : a un vecteur G, I’ opérateur rotationnel associe un vecteur rotG (rot:R' = R).

0G. 0G,
dy 0
G.(x,y,2) T
— 0G 0G.
Gy (x,y,2) rotG —=-—=
0z Ox
, GZ(.X, y’ Z) aG aG
. Ox dy
126, _éc,
r 068 0z
oG, ~ 0G.
0z or
1 (a(rcg) B 6Gr)
r or 04

rotG

1 6(sin0G¢) G,
rsinﬁ( 26 _a¢]
(1 06,_a()

:(siné’g or ]

1(2l) 20
or 06

r
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Laplacien scalaire

Opérateur ii [grad (i vecteur quelconque) appliqué a un scalaire ou a un vecteur

Définition intrinseque : Af = div ( grad f)

Rq : a un scalaire f, 1’ opérateur laplacien associe un scalaire Af (Af : R - R).

9’ 0’ 9’
& Coordonnées cartésiennes : f(x,y,2) Af = ]: +—Jf + ]:
Ox dy- 0z
1a( 9 19°f o
Coordonnées cylindriques : Af = ——(ri) +— j: + {
ror\ or) r 068 0z

1(o° 1 d d 1 9
T YN YA AN
r\_ or r sin@ 08 08/ r'sin"80¢

Rq: en fonction du probleme, il peut étre astucieux de remplacer le 1°" terme par 1’expression

suivante : — | —| ¥ — | |-
r-\or or

Coordonnées sphériques : Af =

. 19°
> Equation des ondes de d’Alembert : Af —— { =0
¢ Ot
3 1 on 1 oT
»  Equations de la diffusion : An ———=0 et AT ————=0

D ot D,, ot

Laplacien vectoriel

—_

Appliqué a un scalaire f': (ﬁ I:gr—agl)f =u [(gr—ac.lf) .

Exemple, en coordonnées cylindriques :

(it Cgraa ) :ﬁ[(ﬁzf):(ur%mg%:—emzéjf(r,e,z)

@ Appliqué a un vecteur G : (ﬁ Ckrad ) G ATTENTION

Exemple, en coordonnées cylindriques :

— = 0 10 0
(ﬁlfgrad)G:(ur—+ug——+u_—j(Grér+GgEg+Gzéz) en n’oubliant pas de

or ro@ oz

dériver les vecteurs €, et €, par rapport a 6.

2

— u
‘ & Formule utile : (ﬁ Egrad) u=grad—+rotu Ou .
2

Opérateur nabla (coordonnées cartésiennes uniquement)

Définition intrinséque : AG = grad (divG) - rot ( roiG ) 9
_ —_— —, - . Ox
Ou bien : rot (th) = grad (dsz) -AG P L’opérateur nabla permet d’écrire, en coordonnées cartésiennes :
Rq : a un vecteur G, I’opérateur laplacien vectoriel associe un vecteur AG (AG:R’ - RY). O 0_ _— - . — o~
y gradf =Uf divG =06 rotG =0 0G
G (x,5,2) AG, g
& Coordonnées cartésiennes : G G (x,y,2) AG AG, 0z
v, 16.(%.3:2) k., 18G.
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Théoremes

Conséquences

£ Champs nuls

& Champ a divergence nulle

» Ladivergence d’un rotationnel est nulle :  div (

» Le rotationnel d’un gradient est nul :

—

rot

(¢

rot

6)
rad f

)

0

0

quel que soit G.

quelle que soit f.

& Théoréemes fondamentaux

-
Théoreme de Green-Ostrogradski -

\.

@ G(P).dS,  (P)= H div(é(M))dT(M)\

POsurface X
fermée

Rq : dS,, estalanormale a X en P orientée vers Pextérieur de X.

M Ovolume V
limité par

7

Théoreme de Stokes-Ampere :

\_

cﬁ Gm)HOM = U rotG(P) WS (P)

MO courbe C

_

PO surface X
posée sur C

Rq : les orientations de C (donc le sens de d OM ) et de dS sont liés par la regle de la main droite.

( — — — — — — \
Théoreme : divG =0 OM « {p G@sS=0 05 = OX tq G=rorX
N

G estdita Sflux conservatif (conservation du flux dans un tube de champ).

Conservation du flux < flux a travers une surface fermée nul = divergence nulle

Dratéra = 0

En prenant un tube de champ comme surface fermée (ci-

contre), on a donc |¢>1| = |¢>2| et comme S; < Sz, on a

G1 > Gz : plus les lignes de champ sont serrées, plus le
champ est intense.

\. J

> Le champ magnétique B est i flux conservatif (flux nul a travers une surface fermée).

> En régime stationnaire, les densités de flux de courant j , de particules jN , de chaleur

Jo»demasse j sonta flux conservatifs : div j =0 en régime stationnaire.

& Champ a rotationnel nul

Théoreme : rotG =0 OM - ¢ Gui=0 or ~ Of tq G=gradf
r

G est acirculation conservative (circulation nulle sur une courbe fermée) alors G = grad f .

Circulation conservative < circulation le long d’une courbe fermée nulle = rotationnel nul

—_—

» Le champ €lectrostatique E =-gradV est a circulation conservative (circulation nulle

le long d’un contour fermé).

> Les forces conservatives F' = —gradE, sont a circulation conservative (travail nul si le

point d’arrivée est identique au point de départ).
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